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Учёный секретарь
Диссертационного совета,
доктор физико-математических наук Н.Н.Сюткин

2



Общая характеристика работы

Актуальность темы исследования. Теоретическое описание динамики по-
верхности жидкости —- классическая, однако во многом неразрешенная задача,
основная трудность которой заключается в существенной нелинейности уравне-
ний движения. Хорошо известно, что достаточно сильное внешнее электрическое
поле, направленное по нормали к свободной поверхности диэлектрической жид-
кости, либо поверхности раздела двух жидкостей, приводит к развитию апери-
одической неустойчивости границы. Впервые линейный анализ задачи был про-
веден Дж. Мелчером и Дж. Тейлором в работах [1, 2]. Экспоненциальный рост
амплитуды возмущений границы на начальной (линейной) стадии электрогид-
родинамической неустойчивости неизбежно приводит к тому, что возрастающую
роль начинают играть нелинейные эффекты. Общеизвестно также, что внешнее
горизонтальное электрическое поле оказывает стабилизирующее воздействие на
свободную поверхность жидкого диэлектрика, а также на поверхность раздела
диэлектрических жидкостей [3, 4]. На границе жидкостей в горизонтальном поле
могут распространяться нелинейные волны, скорость которых пропорциональна
напряженности внешнего электрического поля. С прикладной точки зрения ак-
туальность настоящего диссертационного исследования обуславливается возмож-
ностью управления свободными и контактными границами раздела жидкостей
внешним электрическим полем.

Одним из наиболее распространенных типов гидродинамических неустойчи-
востей является неустойчивость Кельвина-Гельмгольца, которая возникает в слу-
чае, если две контактирующие среды имеют достаточную разность скоростей. Для
множества приложений неустойчивость Кельвина-Гельмгольца является нежела-
тельным эффектом. Стабилизацию границы жидкостей, испытывающей данную
неустойчивость, может обеспечить электрическое поле, направленное по касатель-
ной к невозмущенной границе раздела. В связи с этим, перспективным также яв-
ляется исследование влияния электрического поля на развитие различного рода
гидродинамических неустойчивостей.

Степень разработанности темы исследования. Уравнения, описывающие
динамику границы раздела жидкостей во внешнем электрическом поле, в общем
случае, являются нелокальными, т.е. они содержат интегро-дифференциальные
операторы. При этом в большинстве работ, посвященных аналитическому иссле-
дованию нелинейных процессов на поверхности жидких диэлектриков, использу-
ется либо приближение мелкой воды, либо требование спектральной узости волно-
вого пакета, позволяющее применять метод огибающих; уравнения тогда сводятся
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к уравнениям в частных производных. Теоретическое исследование электрогид-
родинамики поверхности раздела диэлектрических жидкостей в рамках полных
нелинейных интегро-дифференциальных уравнений до сих пор не проводилось
систематически.

Целью работы является аналитическое и численное исследование нелинейной
динамики свободных и контактных границ диэлектрических жидкостей в силь-
ном вертикальном или горизонтальном электрическом поле. Для достижения этой
цели были поставлены и решены следующие задачи:

1. Аналитическое исследование процесса развития электрогидродинамической
неустойчивости поверхности раздела диэлектрических жидкостей с различ-
ными физическими свойствами в вертикальном электрическом поле.

2. Развитие подходов, позволяющих значительно упростить нелинейные уравне-
ния движения идеальных диэлектрических жидкостей в электрическом поле.

3. Описание эволюции слабо-нелинейных волн на поверхности раздела жидких
диэлектриков в горизонтальном электрическом поле, в том числе и при на-
личии тангенциального разрыва скоростей на границе жидкостей.

4. Разработка новых, эффективных методов численного описания взаимодей-
ствия сильно-нелинейных волн на границе раздела жидкость-газ в горизон-
тальном электрическом поле.

5. Численное моделирование процесса взаимодействия сильно-нелинейных волн
на свободной поверхности непроводящей жидкости с высокой диэлектриче-
ской проницаемостью в сильном горизонтальном электрическом поле.

Научная новизна:

• В рамках канонического формализма получены интегро-дифференциальные
уравнения, описывающие динамику развития неустойчивости границы разде-
ла диэлектрических жидкостей в вертикальном электрическом поле с учетом
квадратичных нелинейностей.

• Показано, что на границе раздела жидкостей в сильном вертикальном элек-
трическом поле за конечное время формируются слабые корневые особенно-
сти, для которых кривизна поверхности становится бесконечной.
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• Выявлен особый (редуцированный) режим движения поверхности раздела
жидкостей в вертикальных электрическом и гравитационном полях, для ко-
торого потенциалы электрического поля и скорости жидкостей оказываются
линейно зависимыми величинами. В этом режиме жидкости движутся вдоль
силовых линий электрического поля.

• Для ситуации, когда неустойчивость Кельвина-Гельмгольца границы раздела
жидких диэлектриков стабилизируется внешним горизонтальным электриче-
ским полем, продемонстрирована возможность построения широкого класса
точных решений, описывающих взаимодействие слабо-нелинейных поверх-
ностных волн.

• Показано, что слабо-нелинейные волны на границе раздела непроводящих
жидкостей, отношение плотностей которых равно отношению их диэлектри-
ческих проницаемостей, могут распространятся без искажений вдоль направ-
ления внешнего горизонтального поля; для 3D-геометрии получено общее ре-
шение, описывающее взаимодействие встречных волн.

• Впервые в рамках метода динамических конформных преобразований прове-
дено численное моделирование процесса взаимодействия сильно-нелинейных
волн на свободной границе жидкого диэлектрика в горизонтальном электри-
ческом поле.

Теоретическая и практическая значимость работы. Проведенное систе-
матическое исследование нелинейной динамики поверхности раздела жидкостей,
находящихся в электрическом поле, позволило классифицировать основные режи-
мы поведения системы. Результаты работы свидетельствуют о том, что горизон-
тальное электрическое поле может обеспечить устойчивость поверхности раздела
жидкостей по отношению к возмущениям значительной амплитуды.

Впервые осуществлено моделирование сильно-нелинейной динамики свобод-
ной поверхности непроводящей жидкости в горизонтальном электрическом поле
в рамках динамических конформных преобразований. Реализованные алгоритмы
демонстрируют высокую эффективность и точность расчетов.

Полученные в диссертации точные аналитические решения, описывающие на-
чальные стадии развития неустойчивости поверхности раздела жидкостей в вер-
тикальном электрическом поле, могут быть использованы для верификации ре-
зультатов численных экспериментов.
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Методы исследования. Для вывода интегро-дифференциальных уравнений
движения поверхности раздела идеальных диэлектрических жидкостей, находя-
щихся в электрическом поле, использованы методы гамильтоновой механики, раз-
витые в работах В. Е. Захарова, Е. А. Кузнецова [5] и J. C. Luke [6]. Численное
моделирование динамики поверхностных волн на свободной границе жидкости
в горизонтальном электрическом поле проводилось в рамках метода динамиче-
ских конформных преобразований. В работе также применялся метод упрощения
(редукции) исходных нелинейных уравнений электрогидродинамики, основанный
на рассмотрении особого режима движения жидкостей, при котором потенциалы
скорости жидкостей и электрического поля линейно связаны.

Положения, выносимые на защиту:

1. Аналитические решения уравнений движения диэлектрических жидкостей с
поверхностью раздела в сильном вертикальном электрическом поле. Соглас-
но им на границе формируются корневые особенности, для которых кривизна
поверхности обращается в бесконечность, а углы наклона остаются малыми.

2. Возможна реализация особого режима движения жидкостей, для которого
потенциалы скорости жидкостей и электрического поля функционально свя-
заны. Начальные стадии развития электрогидродинамической неустойчиво-
сти поверхности раздела жидкостей в этом режиме описываются известным
уравнением лапласовского роста, согласно которому происходит формирова-
ние острий и пальцеобразных возмущений на поверхности.

3. В состоянии нейтрального равновесия, когда внешнее горизонтальное элек-
трическое поле полностью стабилизирует неустойчивость Кельвина-Гельм-
гольца, на границе раздела жидкостей могут распространяться простран-
ственно локализованные волны. При взаимодействии таких волн возможно
образование устойчивого волнового пакета.

4. Слабо-нелинейные волны на поверхности раздела диэлектрических жидко-
стей, отношение плотностей которых близко к отношению их проницаемо-
стей, могут распространяться без искажений вдоль направления приложен-
ного сильного горизонтального электрического поля. Взаимодействие проис-
ходит только между встречными волнами, которые восстанавливают свою
форму и фазу после столкновения.

5. Взаимодействие встречных сильно-нелинейных волн на свободной поверхно-
сти непроводящей жидкости с высокой проницаемостью в горизонтальном
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электрическом поле является упругим (энергия и импульс каждой волны со-
храняются). В результате взаимодействия меняется геометрия волн; степень
деформации определяется четвертой степенью амплитуды, т.е. эффект яв-
ляется слабым. Многократное столкновение волн приводит к формированию
на поверхности областей со значительной плотностью энергии электрическо-
го поля.

Апробация результатов работы. Основные результаты докладывались на
следующих конференциях: Fourth International Conference ”Nonlinear Dynamics” -
2013 (Севастополь 2013 г.); XI, XII, XIII, XIV Всероссийские школы-семинары по
проблемам физики конденсированного состояния вещества (Екатеринбург 2010 г.,
2011 г., 2012 г., 2013 г.); X Международная конференция "Волновая электрогидро-
динамика проводящей жидкости"(Ярославль 2013 г.); VI International conference
"SOLITONS, COLLAPSES AND TURBULENCE: Achievements, Developments and
Perspectives"(Новосибирск 2012 г.); X Международная научная конференция "Со-
временные проблемы электрофизики и электрогидродинамики жидкостей"(Санкт-
Петербург 2012 г.); Российская конференция по магнитной гидродинамике (Пермь
2012 г.); XVI Научная школа "Нелинейные волны - 2012"(Нижний Новгород 2012
г.); XI Международная конференция "Забабахинские научные чтения"(Снежинск
2012 г.); XIХ, XX Научные сессии Совета РАН по нелинейной динамике (Москва
2010 г., 2011г.); 17 Всероссийская научная конференция студентов-физиков и мо-
лодых ученых ВНКСФ-17 (Екатеринбург 2011 г.); XVII Зимняя школа по меха-
нике сплошных сред (Пермь 2011 г.).

Степень достоверности научных результатов. Обоснованность и досто-
верность результатов исследования определяются использованием современных
аналитических методов описания динамики поверхности жидкостей, позволив-
ших получить ряд точных решений задачи. Достоверность результатов числен-
ного моделирования обеспечивается согласием полученных данных с известными
частными решениями. В целом, полученные в работе результаты демонстрируют
хорошее согласие с результатами других авторов и данными экспериментов.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения, пяти
глав и заключения. Диссертация изложена на 138 страницах, включая 25 рисун-
ков, 2 таблицы. Список литературы содержит 134 наименования.
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Основное содержание работы

Во введении обоснована актуальность темы исследования, сформулирована
цель работы, научная новизна и практическая значимость, приведено краткое
содержание работы.

В первой главе приведены основные результаты экспериментальных и тео-
ретических исследований нелинейной динамики поверхности жидкостей в элек-
трическом поле. Изложены также основы используемых в работе методов теоре-
тического описания динамики поверхности жидкости, таких как методы гамиль-
тоновой механики, редукции уравнений движения и динамического конформного
преобразования.

Опишем кратко современное состояние экспериментальных и теоретических
исследований в области электрогидродинамики жидкостей со свободными либо
контактными границами. В настоящее время экспериментально изучены процессы
развития неустойчивости свободной поверхности проводящих и диэлектрических
жидкостей в вертикальном электрическом поле [7–9]. Эксперименты, проведенные
с жидкостями сравнимой плотности (см., к примеру, работы [10,11]) показали, что
в электрическом поле на границе наблюдается большое разнообразие форм разви-
вающихся возмущений. Как отмечено в работе [10], на границе жидкостей могут
развиваться периодические возмущения, системы лунок и уединенные гребни с
остроконечными вершинами.

Важным приложением электрогидродинамики жидкостей с поверхностью раз-
дела является получение микро- и наномасштабных частиц и струй путем так
называемого электроспининга [12,13]. Электроспининг —- процесс формирования
заряженной струи на поверхности раздела жидкостей в вертикальном электриче-
ском поле. Отрыв струи с поверхности жидкости сопровождается формированием
конического острия —- конуса Тейлора. На Рисунке 1 представлены теневые сним-
ки поверхности раздела органического масла и воды в вертикальном электриче-
ском поле, полученные Дж. Тейлором в работе [12]. Левый снимок на Рисунке
1 соответствует моменту времени до отрыва струи, центральный —- моменту ее
формирования, а правый —- после отрыва струи. В итоге на поверхности раздела
жидкостей формируется стационарное коническое возмущение.

Экспериментально исследовано также стабилизирующее воздействие горизон-
тального электрического поля на границу раздела жидкостей [3, 11]. В работе [3]
отмечено, что в горизонтальном электрическом поле могут распространятся нели-
нейные поверхностные волны, скорость которых, пропорциональна напряженно-
сти внешнего поля.

В целом, процесс развития возмущений границы раздела жидкостей в одно-
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Рисунок 1: Формирование конуса Тейлора на границе раздела органического масла и воды в
вертикальном электрическом поле [12]; напряженность поля составляла ∼ 10 кВ/см.

родном электрическом поле (вертикальном или горизонтальном) является суще-
ственно нелинейным физическим явлением, описание которого требует совмест-
ного решения нелинейных уравнений гидродинамики и уравнений Максвелла.

Общим подходом к описанию поведения системы двух жидкостей с поверхно-
стью раздела, либо одной жидкости со свободной поверхностью является редук-
ция исходных уравнений, описывающих течение жидкостей, к уравнениям более
низкой размерности на движение непосредственно границы. Возникающие при
этом уравнения в общем случае будут нелокальными (т.е. они будут включать
в себя интегро-дифференциальные операторы), что затрудняет их исследование.
При этом в большинстве работ, посвященных аналитическому описанию нелиней-
ных процессов на поверхности диэлектрических жидкостей, используется либо
допущение о том, что длина волны намного превышает глубину слоя жидкости
(так называемое приближение мелкой воды), см., к примеру, работы [14–16], либо
требование спектральной узости волнового пакета, позволяющее применять метод
огибающих [17–19]. Оба подхода, накладывая свои ограничения на форму возму-
щений, дают возможность свести исходную задачу к рассмотрению сравнительно
простых (локальных) уравнений в частных производных. Так, приближение мел-
кой воды обычно приводит к различным модификациям уравнения Кортевега - де
Фриза, а метод огибающих — к модификациям нелинейного уравнения Шредин-
гера. В силу своих ограничений эти уравнения не применимы к описанию таких
интересных с физической точки зрения явлений, как формирование различного
рода особенностей (в частности, острий и струй).

Во второй главе исследованы нелинейные стадии развития неустойчивости
поверхности раздела диэлектрических жидкостей в сильном вертикальном элек-
трическом поле. В рамках канонического (гамильтонова) формализма получены
интегро-дифференциальные уравнения, описывающие движение границы с уче-
том квадратичных нелинейностей. Показано, что эти уравнения допускают точное
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аналитическое решение в двух случаях:

(1) : ε1/ε2 = ρ1/ρ2 и (2) : ε1/ε2 = ρ2/ρ1,

где ε1,2 — диэлектрические проницаемости нижней и верхней жидкостей, соот-
ветственно, а ρ1,2 — их плотности. В общем случае, когда нет ограничений на
плотности и диэлектрические проницаемости жидкостей, эволюция границы опи-
сывается на основе предложенного “локального” приближения.

В первом случае, когда отношение проницаемостей жидкостей равно отно-
шению их плотностей, на границе жидкостей формируются слабые особенности
корневого типа, для которых в бесконечность обращается кривизна поверхности, а
амплитуда и углы наклона остаются малыми. Действительно, для симметричного
относительно точки x = xc возмущения форма поверхности вблизи особенности
определяется выражением

z − zc ∼ −|x− xc|3/2,

где zc = η(xc, tc). Здесь и далее функция η(x, t) определяет отклонение грани-
цы раздела жидкостей от плоскости z = 0. На Рисунке 2 показана поверхность
вблизи особенности. Можно предположить, что корневые особенности являются
зародышами конусов Тейлора на границе раздела жидкостей, фотоснимки кото-
рых приведены на Рисунке 1.

Рисунок 2: Качественно показана граница жидкости (а), крутизна (б ) и кривизна (в) поверх-
ности вблизи особенности. Видно, что амплитуда и углы наклона поверхности вблизи особой
точки остаются конечными, а в бесконечность обращается ее кривизна.

Во втором случае, когда отношение проницаемостей равно обратному отноше-
нию плотностей, была продемонстрирована тенденция к формированию сильных
особенностей, для которых бесконечной становится крутизна поверхности; про-
исходит взрывной рост амплитуды возмущений. Показано, что данный режим
обладает примечательным свойством —- для него может реализоваться ситуация,
когда потенциалы скорости и электрического поля являются линейно зависимыми
функциями. В следующей Главе 3 этот случай исследуется более подробно.

Результаты, полученные в рамках развиваемого “локального” приближения,
т.е. для общего случая, выявили следующую фундаментальную закономерность
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в поведении жидкостей с поверхностью раздела в вертикальном электрическом
поле. На их границе формируются слабые корневые особенности аналогичные,
представленным на Рисунке 2, при чем для границы раздела жидкостей, отноше-
ние проницаемостей которых больше обратного отношения плотностей, кривизна
поверхности обращается в минус бесконечность, а в противоположном случае —-
в плюс бесконечность.

В третьей главе исследована динамика границы раздела жидких диэлек-
триков под действием дестабилизирующих вертикальных электрического и гра-
витационного полей. Показано, что для границы раздела жидкостей, отношение
проницаемостей которых равно обратному отношению плотностей реализуется
особый (редуцированный) режим движения, при котором потенциалы скорости
жидкостей пропорциональны потенциалам электрического поля.

С физической точки зрения это означает, что существует система коорди-
нат (в общем случае —- неинерциальная), в которой жидкости движутся вдоль
силовых линий электрического поля. Условием реализации подобного режима яв-
ляется пропорциональность скорости изменения напряженности внешнего элек-
трического поля и эффективной напряженности гравитационного поля. При этом
важно, что предлагаемый подход не ограничен условием малости углов наклона
поверхности, а также не накладывает никаких ограничений на симметрию за-
дачи —- редукция осуществляется в рамках исходных (нелинейных) трехмерных
уравнений движения.

В рамках малоуглового приближения выведено эволюционное уравнение, опи-
сывающее динамику поверхности раздела с учетом квадратичных нелинейностей.
Показано, что для плоской геометрии задачи оно может быть сведено к известно-
му уравнению лапласовского роста, интегрируемость которого позволяет эффек-
тивно описать начальные (слабо-нелинейные) стадии развития электрогидродина-
мической неустойчивости границы. В соответствии с ним, развитие возмущений
поверхности с отрицательной амплитудой приводит к формированию особенно-
стей — точек заострения — для которых в момент формирования особенности
t = tc будет:

z − zc ∼ −|x− xc|2/3.

Для противоположного случая, когда амплитуда положительна процесс лапласов-
ского роста приводит к прорастанию пальцеобразных возмущений —- см. Рису-
нок 3, на котором также изображена эволюция периодического возмущения гра-
ницы.

Следует отметить, что для классической задачи о неустойчивости поверхно-
сти раздела двух жидкостей в поле тяжести (неустойчивости Релея-Тейлора) не
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Рисунок 3: Формирование острия, струи (пальцеобразной структуры) и периодической системы
острий на поверхности раздела жидкостей в вертикальных электрическом и гравитационном
полях.

известно аналогичных редукций. Возможность редукции уравнений движения и,
в отдельных случаях, построения точных решений задачи при наличии электри-
ческого поля связана с тем обстоятельством, что потенциалы поля и скорости
описываются сходными уравнениями, и введение в уравнения движения электро-
статического давления приводит их к более симметричному виду.

В четвертой главе исследовано стабилизирующее влияние горизонтально-
го электрического поля на динамику границы раздела жидкостей при наличии
тангенциального разрыва скоростей на поверхности. Известно, что достаточно
большая разность скоростей обуславливает развитие неустойчивости Кельвина-
Гельмгольца. В рамках гамильтонова формализма выведена система интегро-
дифференциальных уравнений, описывающая динамику слабо-нелинейных волн
на границе. В следствие сложности полной системы не удается построить ее общее
решение аналитически. Тем не менее, в настоящей главе выявлены два частных
случая, для которых система уравнений допускает точные аналитические реше-
ния.

Первый случай реализуется в состоянии нейтрального равновесия, когда внеш-
нее электрическое поле на границе полностью стабилизирует неустойчивость Кель-
вина-Гельмгольца. Для жидкостей, отношение проницаемостей которых равно об-
ратному отношению плотностей, возможна реализация редуцированного режима
движения аналогичного, рассматриваемому в Главе 3. Полная система уравнений
в этом режиме существенно упрощается. Для плоской симметрии задачи динами-
ка поверхности раздела жидкостей описывается единственным уравнением

ηt =
1

2
(V1 − V2)(1− A2)

(
Ĥ(ηηx)x − (ηĤηx)x

)
, (1)

где (V1 − V2) — скачок скоростей на границе, A = (ρ1 − ρ2)/(ρ1 + ρ2) — число
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Атвуда, Ĥ — оператор Гильберта, определяемый как

Ĥϕ(x) =
1

π
V.P.

+∞∫
−∞

ϕ(x′)

x− x′
dx′.

Уравнение (1) можно переписать в более удобном виде при использовании следу-
ющего свойства оператора Гильберта: Ĥϕ± = ±iϕ±, где ϕ+ и ϕ− — аналитические
функции в верхней и нижней полуплоскости комплексной переменной x, соответ-
ственно. В итоге уравнение (1) примет компактный вид

η+τ = 2iP̂+(η+η−x )x, (2)

где τ = t · (V1 − V2)(1 − A2)/2 —- вспомогательная переменная времени, P̂+ =

(1 − iĤ)/2 — проекционный оператор, действие которого на произвольную ком-
плексную функцию определяется как P̂+ϕ = ϕ+.

В Главе 4 удалось показать, что уравнение (2) имеет класс точных решений,
представляющих собой суперпозицию N локализованных возмущений вида:

η+(x, τ) =
N∑
n=1

iSn/2

x+ pn(τ)
, n = 1, 2, ...N,

где Sn — вещественные постоянные, pn(τ) — координаты особых точек (полюсов)
на комплексной плоскости x, удовлетворяющие системе обыкновенных дифферен-
циальных уравнений:

dpn
dτ

=
N∑
j=1

Sj

(pn − p̄j)2
, n = 1, 2, ...N. (3)

Для N = 1 система (3) описывает распространение нелинейной уединенной
волны в направлении внешнего электрического поля при отрицательном S1 и про-
тив направления поля при положительном S1 в системе центра масс жидкостей.
При этом движение происходит без искажения формы и с постоянной скоростью.

Анализ системы (3) для N = 2 показал, что пара волн, для которых S1 и S2

имеют одинаковый знак может образовать структурно устойчивый пакет волн —-
бризер. Так, на Рисунке 4 показана динамика взаимодействия локализованных
волн, для которых S1 = S2 = 0.05. Видно, что волны движутся согласованно,
периодически обгоняя друг друга. Встречные волны, для которых параметры S1,2

имеют различные знаки, не образуют волнового пакета. После столкновения они
продолжают движение в противоположные стороны.
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Рисунок 4: Движение пары взаимодействующих волн
для начальных условий: τ = 0, x1 = x2 = 0, y1 =
0.845, y2 = 0.155.

Второй случай, при котором
динамику нелинейных волн воз-
можно описать аналитически, ре-
ализуется в ситуации, когда влия-
нием разрыва скоростей на грани-
це можно пренебречь, т.е. действие
внешнего электрического поля яв-
ляется доминирующим. Показано,
что на границе раздела жидкостей,
отношение диэлектрических про-
ницаемостей которых равно отно-
шению их плотностей, нелинейные
волны могут распространяться без
искажений вдоль направления внешнего горизонтального электрического поля.
Нелинейность оказывает влияние только на взаимодействие встречных волн.

В Главе 4 удалось построить общее решение уравнений движения, описываю-
щее взаимодействие встречных нелинейных локализованных волн в 3D-геометрии.
Оно имеет вид:

η(x, y, t) = f(x− ct, y) + g(x+ ct, y)−

−c

2
k̂
(
fg +∇⊥k̂

−1f · ∇⊥k̂
−1g

)
− c

2
∇⊥

(
f∇⊥k̂

−1g + g∇⊥k̂
−1f

)
, (4)

где функции f и g соответствуют волнам, распространяющимся вдоль направ-
ления и против направления электрического поля, соответственно; c = EA —
скорость пропорциональная напряженности внешнего поля E (к примеру, для
границы раздела воды и воздуха характерное значение напряженности поля со-
ставляет 2-5 кВ/см). Здесь ∇⊥ — двумерный градиент в плоскости (x, y), а k̂ —-
интегральный оператор, задаваемый выражением

k̂f =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

f(x′, y′)

[(x′ − x)2 + (y′ − y)2]3/2
dx′dy′.

В соответствии с решением (4), встречные слабо-нелинейные волны в резуль-
тате взаимодействия сохраняют свою форму и фазу. На Рисунке 5 представлена
эволюция трехмерных пространственно локализованных волн вида

f(x, y) = exp(−x2 − y2) и g(x, y) = − exp(−x2 − y2).

Как видно из Рисунка 5(а), роль нелинейности нарастает при сближении уеди-
ненных волн, а в момент их встречи (t = 0) именно нелинейность определяет гео-
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Рисунок 5: Показана эволюция встречных волн при A = AE = 0.5, E = 1. Слева (a) при-
ведено сечение поверхности раздела плоскостью y = 0, штриховая линия — линейный анализ,
сплошная линия — аналитическое решение (4). Справа (б ) приведены линии уровня (изолинии),
соответствующие постоянным значениям функции η в момент времени t = 0.4.

метрию границы (в линейном приближении в этот момент граница является плос-
кой). С влиянием нелинейности связано отсутствие симметрии на Рисунке 5(б )
относительно прямой x = 0.

Отметим, что в пределе ε2/ε1 = ρ2/ρ1 → 0, который соответствует грани-
це раздела диэлектрической жидкости высокой проницаемости с газовой средой
малой плотности, решения для бегущих в одну сторону волн становятся спра-
ведливыми и для сильно-нелинейных волн на поверхности. Открытым остается
вопрос о том, каким образом будет происходить взаимодействие встречных волн
значительной амплитуды.

В пятой главе рассмотрена сильно-нелинейная динамика свободной поверх-
ности идеальной диэлектрической жидкости со значительной проницаемостью в
сильном горизонтальном электрическом поле. Продемонстрировано, что взаимо-
действие встречных уединенных волн произвольной геометрии является упругим
— они сохраняют свою энергию и импульс. С использованием конформных пере-
менных осуществлено численное моделирование процесса взаимодействия волн.

Осуществляется конформное преобразование области, занимаемой жидкостью
в параметрическую полуплоскость: −∞ < u < +∞ и v < 0. Условие v = 0 соот-
ветствует свободной поверхности жидкости. В исследуемой задаче вспомогатель-
ные переменные u и v имеют конкретный физический смысл: u с точностью до
знака совпадает с потенциалом поля φ, а условие v = const определяет силовые
линии электрического поля. В итоге система уравнений движения поверхности
жидкости в конформных переменных примет вид:

Rt = i(URu − UuR), Vt = i(UVu −DuR), (5)
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где R и V —- аналитические в нижней полуплоскости комплексные функции, опре-
деляющие электрическое поле и скорость жидкости на границе. Вспомогательные
функции U и D определены следующим образом:

U = P̂−(V R + V R), D = P̂−(V V −RR),

где горизонтальная черта над функциями R и V соответствует комплексному со-
пряжению. Здесь P̂− — проекционный оператор, сопряженный введенному ранее
оператору P̂+. Интегро-дифференциальные уравнения (5) являются кубически
нелинейными. Эта система оказывается удобной для численного моделирования
сильно-нелинейной динамики свободной поверхности жидкости. Отметим, что ис-
пользование переменных R и V было впервые предложено в работах [20,21] при-
менительно к описанию поверхности идеальной жидкости в поле тяжести.

Важнейшим свойством системы (5) является то, что она допускает пару точ-
ных частных решений

R = 1± iV = R±(u∓ t),

где функции R± соответствуют волнам, распространяющимся без изменения фор-
мы в направлении (верхние знаки), либо против направления (нижние знаки)
внешнего поля. Возникает вопрос, каким образом будет происходить взаимодей-
ствие встречных сильно-нелинейных волн? Для ответа на него необходимо было
осуществить численное моделирование динамики поверхности в рамках полной
системы (5). При этом использовались спектральные методы, что обусловлено
следующим свойством оператора Гильберта:

Ĥeiku = i sign(k)eiku.

Численное решение системы (5) показало, что в результате взаимодействия
волны деформируются. На Рисунке 6(а) показана динамика взаимодействия лока-
лизованных волн изначально гауссовой формы. Видно, что волны без искажений
распространяются до и после момента встречи в точке x = 0. При столкновении
происходит интенсивное взаимодействие, в результате которого форма каждой
волны меняется — они несколько наклоняются в стороны противоположные их
движению. Для волн относительно малой амплитуды этот эффект является сла-
бым: для встречных волн одинаковой формы деформация определяется четвертой
степенью их амплитуды.

При многократном столкновении сильно-нелинейных волн наблюдается тен-
денция к формированию особенностей — точек со значительной плотностью энер-
гии поля. Результаты численного моделирования столкновения волн одинаковой
отрицательной амплитуды представлены на Рисунке 6(б ). Видно, что вследствие
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столкновений подошва каждой волны заостряется. В точках наибольшего заостре-
ния многократно увеличивается напряженность электрического поля. Наблюдае-
мая тенденция к локализации энергии поля может приводить к пробою жидкого
диэлектрика.

Рисунок 6: Слева (а) показана эволюция поверхности жидкости при столкновении уединен-
ных волн с амплитудами a+ = 0.3 и a− = 0.15; справа (б ) —- профиль движущейся налево
уединенной волны после одного, трех и пяти столкновений со встречной волной той же формы
(моменты времени t1 = 1.2, t2 = 10.1 и t3 = 19.05)

Основные результаты и выводы

В диссертации проведено систематическое исследование нелинейной динами-
ки поверхности раздела диэлектрических жидкостей в сильном электрическом
поле. Представим основные результаты, полученные в работе:

1. Получены аналитические решения, описывающие формирование слабых кор-
невых особенностей на границе раздела диэлектрических жидкостей в силь-
ном вертикальном электрическом поле. Согласно им кривизна обращает-
ся в минус бесконечность для ε1/ε2 > ρ2/ρ1 и в плюс бесконечность для
ε1/ε2 < ρ2/ρ1; амплитуда и углы наклона поверхности при этом остаются
конечными.

2. Выявлен особый режим течения жидкостей, для которого потенциалы элек-
трического поля и скорости оказываются линейно зависимыми величинами.
Это означает существование такой (в общем случае —- неинерциальной) си-
стемы координат, в которой жидкости движутся по силовым линиям элек-
трического поля. Реализация данного режима возможна для жидкостей, от-
ношение плотностей которых близко к обратному отношению их проницае-
мостей, в вертикальных электрическом и гравитационном полях, а также в

17



горизонтальном электрическом поле при наличии тангенциального разрыва
скоростей на границе.

3. Продемонстрировано, что слабо-нелинейные стадии развития электрогидро-
динамической неустойчивости поверхности раздела жидкостей в особом ре-
жиме (см. пункт 2) представляют собой процесс так называемого лапласов-
ского роста, для которого характерно формирование острий и пальцеобраз-
ных возмущений поверхности.

4. Получен широкий класс точных решений, описывающих слабо-нелинейную
динамику периодических либо локализованных волн на поверхности раздела
жидкостей в условии нейтрального равновесия, т.е. когда внешнее горизон-
тальное электрическое поле подавляет неустойчивость Кельвина-Гельмгольца.
Показано, что уединенные нелинейные волны могут распространятся без ис-
кажений вдоль направления электрического поля с постоянной скоростью.
Описано взаимодействие таких солитоноподобных возмущений; как оказа-
лось, они могут образовать структурно устойчивый волновой пакет (бризер).

5. Для случая сильного горизонтального электрического поля показано, что
волны малой, но конечной амплитуды могут распространяться без искаже-
ний вдоль направления внешнего поля по поверхности раздела жидкостей.
Подобная ситуация реализуется для жидкостей, отношение плотностей кото-
рых близко к отношению их диэлектрических проницаемостей. Описано вза-
имодействие распространяющихся в противоположных направлениях нели-
нейных волн; как оказалось встречные уединенные волны сохраняют свою
форму и фазу в результате взаимодействия.

6. Взаимодействие встречных сильно-нелинейных волн на свободной поверхно-
сти диэлектрической жидкости с высокой проницаемостью в горизонталь-
ном поле является упругим (энергия и импульс каждой волны сохраняются).
Профиль волн в результате взаимодействия незначительно меняется: сте-
пень деформации определяется четвертой степенью амплитуды. Многократ-
ное столкновение волн приводит к формированию областей со значительной
плотностью энергии электрического поля на поверхности.
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